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Sommario: In questo articolo, e nei successivi, presentiamo alcuni spunti di lavoro in classe che prevedono l’uso integrato di modelli dinamici e del software Cabri. In questa prima parte del nostro contributo, descriviamo il quadro teorico di riferimento in cui sono inserite le nostre proposte. Poi esaminiamo, sulla base della nostra esperienza, analogie e differenze tra questi due strumenti didattici. Infine, presentiamo la prima parte della nostra proposta di insegnamento/apprendimento, descrivendo anche il modello dinamico e i programmi Cabri.

Abstract: In this paper, and in the followings, we present some ideas to realize didactical activities by using dynamic models and Cabri,  in an integrated way. In this first part of our contribution, we describe theoretical framework in which our proposals are inserted. Then  we examine, according to our experience, analogies and differences between these didactical tools. Finally, we present the first part of our teaching/learning proposal, describing dynamic model and Cabri programs also.
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Introduzione

Riflessioni  sulla costruzione della conoscenza matematica

In una impostazione “tradizionale” della didattica, applicabile  a qualsiasi disciplina, la relazione tra gli attori del processo di insegnamento/apprendimento è rigida ed unidirezionale; il sapere viene “trasmesso” –la scelta del verbo non è casuale- dal docente all’alunno. Quest’ultimo ha un ruolo del tutto passivo e, in quanto tale, di fatto marginale: ascolta, comprende (se comprende), studia, memorizza, applica. I limiti di questo modello pedagogico sono ormai riconosciuti ed è in atto un diffuso movimento di ricerca di strategie di insegnamento che consentano di superarlo. La didattica della matematica non è rimasta estranea a questa spinta innovativa, soprattutto nella fascia scolare dell’obbligo; oggi è convinzione diffusa che la conoscenza matematica, almeno nelle sue prime e fondamentali tappe, non si “subisce” ma si “costruisce”. Ciò può avvenire al meglio in un contesto che dia spazio alla ricerca di problemi, alla scoperta, all’esplorazione di situazioni nuove, alla formulazione e verifica di congetture; è fondamentale, inoltre, la dimensione sociale in cui tali approcci si verificano. Il triangolo didattico insegnante –alunno- sapere comporta relazioni reciproche e bidirezionali, che influenzano in profondità anche il “contratto didattico”.

In un ambiente di apprendimento policentrico ed interattivo, l’alunno si fa produttore di conoscenza; ne può discendere un rafforzamento della motivazione ad apprendere, sostenuto anche dal dialogo/confronto con i pari. Le interazioni sociali all’interno dei processi di apprendimento permettono all’alunno di “oggettivare il sapere” e quindi di costruire il senso dei contenuti concettuali.  “Restituire la parola” all’alunno significa inoltre, per l’insegnante, disporre di occasioni preziose per verificare subito l’eventuale stabilirsi di misconcezioni.

Ci sembra anche opportuno sottolineare, in questa breve riflessione introduttiva, che la matematica è essenzialmente una attività del pensiero rivolta alla individuazione e formulazione di problemi, nonché alla ricerca di soluzioni; citando Duval: “..in matematica bisogna non solo capire per imparare ma capire in modo da imparare ad imparare
, cioè diventare capaci di porre nuove domande, di trovare mezzi di esplorarle,…”.

Un modello pedagogico che riconosca la centralità del ruolo dell’alunno nella costruzione del suo sapere  ha evidentemente, al suo interno, ampi spazi per l’utilizzo –in funzione euristica- di materiali didattici, sussidi, modelli concreti. Ciò non fa altro che rispettare i tempi naturali di maturazione del pensiero astratto; la manipolazione (in senso ampio, quindi anche mediata dal computer) sul  concreto stimola e favorisce la creazione di “oggetti mentali” e questi, a loro volta, in un processo di retroazione forniscono spunto per nuove “concretizzazioni”. Nel frattempo l’allievo rafforza le proprie immagini mentali mentre  riflette sull’esperienza percettiva e ne scopre i limiti inevitabili.

In questo contributo, e nei successivi, presentiamo alcuni spunti di lavoro che prevedono l’uso integrato e parallelo di due tipi di sussidi: a) il Software Cabri II plus; b) i modelli dinamici. Il primo non ha bisogno di presentazioni, e ha già una ricca bibliografia di riferimento; i modelli dinamici sono artefatti con uno o più elementi mobili, costruiti dagli alunni con materiali semplici, seguendo le indicazioni (orali o sotto forma di scheda guida) dell’insegnante. A partire dalle prime preziose indicazioni di Emma Castelnuovo, il nostro gruppo ha ideato, prodotto e sperimentato parecchie decine di modelli (prevalentemente geometrici, ma non solo); più volte sono stati esposti in mostra e vengono utilizzati abitualmente dai docenti che ci affiancano nelle attività di ricerca e sperimentazione.  Maggiori particolari sui materiali utilizzati e sulle metodiche di costruzione sono riportati in Appendice, dove presentiamo le schede di costruzione. Nei paragrafi successivi analizzeremo in maniera più ampia e approfondita le caratteristiche e le potenzialità di questi materiali.

Quadro teorico di riferimento

L’ipotesi di base delle nostre proposte è che gli oggetti della matematica sono accessibili solo attraverso le loro rappresentazioni, che dipendono da una attività semiotica. Tale caratteristica è un punto cruciale nel rapporto allievo/matematica ed è all’origine di gran parte delle difficoltà nell’apprendimento di questa disciplina. La questione delle rappresentazioni e dei “passaggi” (o conversioni) da una all’altra è ampiamente analizzata nei lavori di Duval; vogliamo qui sottolineare che sia i modelli dinamici sia le figure Cabri sono rappresentazioni di oggetti matematici, in particolare geometrici. Essi si inseriscono nella dialettica tra componente figurale e componente concettuale del pensiero geometrico, ad un livello diverso rispetto al disegno. Quest’ultimo, i modelli e le figure Cabri sono tutti materiali di scoperta e di lavoro: sono sistemi di segni e mezzi per costruire concetti; sono elementi della realtà e quindi partecipano della sua concretezza. Modelli e figure Cabri hanno però in più la dimensione del movimento, che li arricchisce di una valenza didattica ulteriore. Infatti, come fa rilevare C. Laborde “la dualità invariante/variabile è l’essenza di tutta la matematica, geometria compresa”. Nella geometria carta-e-matita, la variabilità degli oggetti geometrici non può emergere, per la staticità insita nelle rappresentazioni iconiche tradizionali. Ciò comporta almeno due ordini di difficoltà per l’allievo: a) porta ad attribuire alla figura geometrica proprietà che non la caratterizzano e non le appartengono (ad esempio la sua posizione in relazione al foglio da disegno); b) ostacola la comprensione del valore generale di teoremi e proprietà (ad esempio, una certa proprietà “vale” solo per il triangolo disegnato ..). Una presentazione dinamica della geometria può far interiorizzare agli allievi il carattere intrinsecamente variabile degli oggetti della geometria ed esaltare di conseguenza le invarianti relazionali. Inoltre, nel momento della esplorazione attiva del modello dinamico e/o della figura Cabri, il movimento può anticipare l’evoluzione del pensiero o accompagnare la formulazione di una congettura; a nostro avviso, e sulla base delle esperienze condotte in classe, tali caratteristiche possono facilitare lo stabilirsi di reti concettuali che siano da una parte ricche e solide e dall’altra più duttili e quindi adattabili a contesti anche diversi.

Infine, vogliamo sottolineare brevemente una caratteristica comune ai modelli dinamici e a Cabri, che a nostro avviso ha una ricaduta non banale sull’azione del docente nel momento in cui progetta un percorso di apprendimento per scoperta: ambedue gli strumenti didattici sono artefatti umani e pertanto incorporano delle conoscenze. Queste sono più immediatamente trasparenti nel caso del modello, in quanto l’alunno lo ha costruito personalmente e, almeno nei primi approcci, meno complesse. In Cabri, le conoscenze incorporate sono il sapere matematico (geometria euclidea) che è alla base del suo funzionamento. In ambedue i casi, comunque, si verifica una interazione tra strumento ed allievo che comporta una retroazione significativa del mezzo sul soggetto che lo utilizza; l’allievo può trasferire le conoscenze apprese attraverso la mediazione dell’artefatto nella produzione di un nuovo artefatto, sia esso un nuovo modello oppure una nuova figura Cabri.

Utilizzo integrato di modelli dinamici e Cabri

La nostra esperienza, sia diretta in quanto docenti di classe, sia parzialmente mediata come docenti ricercatori che affiancano in classe altri colleghi, ci permette di puntualizzare alcuni aspetti non secondari dell’integrazione modelli/Cabri nella didattica della geometria. In primo luogo, per eliminare qualsiasi equivoco, ci sembra essenziale chiarire che le nostre attività, e di conseguenza la nostra analisi, si basano su un presupposto metodologico fondamentale: che  i due strumenti  citati non  vengano utilizzati come  delle “lavagne potenziate”. Il loro inserimento nella classe prevede invece l’attivazione di modalità di lavoro di tipo laboratoriale, all’interno di un modello pedagogico che modifica in profondità le relazioni tra alunno, insegnante e sapere e stabilisce di conseguenza un contratto didattico fondato sulla partecipazione, la condivisione delle scoperte e delle difficoltà, la rivalutazione didattica dell’errore come momento di discontinuità potenzialmente fecondo di nuove acquisizioni strumentali e concettuali.

Ciò premesso, esaminiamo sinteticamente quelle che sono, a nostro avviso, le caratteristiche comuni ai due strumenti didattici:

· Focalizzano l’attenzione sul processo (e non solo, o non prioritariamente, sul prodotto); ciò rappresenta un elemento di novità rispetto al contratto didattico tradizionale. L’obiettivo del lavoro non è più formulato in termini di “applicazione”, ad esempio di procedure o regole provenienti da una fonte esterna all’allievo, bensì in termini di formulazione o verifica di congetture/proprietà/teoremi. Pertanto è possibile, e spesso necessario, un contatto ripetuto con il problema, attraverso il ritorno su situazioni precedentemente analizzate per rivederle in altra luce o per utilizzarle come fonte di idee.

· Permettono di enunciare proprietà associate alla manipolazione/modificazione dell’oggetto geometrico con costruzioni verbali del tipo “se …allora…”; ciò crea un legame di tipo causa-effetto tra la modificazione esercitata sul modello/figura –che concretizza una condizione- e la conclusione che appare nel momento in cui la condizione è soddisfatta. E’ vero, come rileva C. Laborde nella sua analisi in proposito riferita a Cabri, che la relazione causa-effetto non è intrinseca al pensiero matematico; tuttavia è possibile che nel percorso verso la comprensione del concetto il pensiero causale giochi un ruolo significativo.

· Consentono una attività di esplorazione attiva di proprietà e relazioni, grazie alla dinamicità e alla flessibilità delle figure; queste caratteristiche svincolano le situazioni problematiche dall’usuale riferimento ai contesti di misura. Questi sono sempre recuperabili (Cabri ha delle funzioni specifiche ed è comunque possibile eseguire misure su un modello, in quanto oggetto concreto) ma certamente non sono più il riferimento obbligato per l’attività di problem solving.

· Generano condizioni di lavoro favorevoli al problem posing. La retroazione da strumento ad allievo, che abbiamo citato nel paragrafo precedente, non è semplicemente di tipo giusto/sbagliato; essa si risolve in uno stimolo al pensiero divergente: costruzione di una nuova figura Cabri o di un nuovo modello – o di varianti rispetto a quelli noti- che siano idonei a verificare una congettura inesplorata o a fungere da controesempi.

· Sono flessibili e quindi adattabili a situazioni didattiche diverse: livello scolare, caratteristiche della classe, organizzazione del lavoro. Si possono progettare segmenti di curricolo di ampiezza e approfondimento variabili, anche prevedendo attività leggermente differenziate all’interno della classe.

Nella progettazione di un percorso integrato Cabri-modelli dinamici è naturalmente essenziale tenere ben presenti anche  le specificità dei due strumenti, che possono tradursi in complementarietà grazie ad una accurata progettazione della situazione didattica:

· I modelli sono concreti, “si toccano”, sono addirittura un prodotto della manualità degli allievi. Una volta acquisite le tecniche di costruzione, che sono semplici, l’allievo familiarizza immediatamente con il “suo” strumento e ne scopre facilmente le potenzialità ed i limiti, anche fisici. Le figure Cabri, al contrario, hanno già incorporato il sapere matematico e sono astratte e virtuali; per costruirle l’allievo deve prima apprendere le funzioni base e le modalità di uso del software; in caso contrario, il suo utilizzo sarebbe casuale e di conseguenza improduttivo. 

· L’alunno deve assimilare in Cabri il ruolo del trascinamento come strumento di validazione; è stato dimostrato che l’accettazione del valore validante del trascinamento non è né facile né spontanea. Con i modelli dinamici, la validazione/invalidazione passa attraverso modalità diverse: può avvenire attraverso l’osservazione dei casi-limite offerti dal modello stesso o di altri modelli che assumono il ruolo di controesempi o di esempi di appoggio, a seconda dei casi.

· Il modello ha dei limiti fisici che possono impedire la visualizzazione di alcune delle immagini mentali generate dal movimento. Cabri ha potenzialità più ampie, pertanto offre all’allievo una libertà maggiore nella ricerca e nella esplorazione di situazioni geometriche significative.

Per quanto riguarda i tempi di utilizzazione in classe, il confronto tra le caratteristiche dei due strumenti di lavoro ci porta a concludere che, in generale, l’attività con i modelli va realizzata prima di quella con Cabri; questa si svolge infatti ad un livello di astrazione più elevato, richiede la padronanza della sintassi del software e l’accettazione di uno strumento di validazione (il trascinamento) il cui  valore all’interno di un contesto “sperimentale” è comunque fondato su teoremi e proprietà della geometria  euclidea.

Modelli dinamici e Cabri per definire e classificare
Come abbiamo messo in rilievo nel quadro teorico, le attività di osservazione, manipolazione, validazione che si effettuano con i modelli dinamici e con il software fanno emergere varianti ed invarianti e relazioni di necessità e sufficienza. Si creano condizioni idonee all’organizzazione gerarchica delle tipologie di figure e alla individuazione delle relazioni che le connettono. E’ possibile quindi arrivare, senza forzature, alla formulazione di definizioni, non “subite” passivamente dall’alunno bensì da lui stesso elaborate come punto di arrivo di un processo di costruzione concettuale. Nel corso di tale processo, l’alunno costruisce, osserva, individua e seleziona proprietà necessarie e sufficienti, le enuncia, verifica la possibilità di formulare per lo stesso “oggetto” geometrico più definizioni alternative tutte ugualmente valide. La rete di relazioni tra figure che emerge grazie all’approccio dinamico porta, quasi naturalmente, a stabilire classificazioni di tipo inclusivo. Queste sono più complesse e meno facilmente gestibili dagli allievi rispetto alle classificazioni per partizione ed è veramente arduo, se non impossibile, che l’alunno se ne appropri realmente se le sue immagini mentali – che sono comunque rappresentazioni-  collegate alle figure sono statiche.

Visualizzazione e linguaggio
Le attività di costruzione, manipolazione ed analisi che si conducono sia con i modelli dinamici che con le figure Cabri non sviluppano appieno la loro efficacia se non sono costantemente affiancate dalla verbalizzazione; in geometria esistono infatti due registri prevalenti di rappresentazione: la visualizzazione delle forme e l’enunciato di tipo discorsivo: “la comprensione dei contenuti non può avvenire se non con una sinergia tra visualizzazione e linguaggio” ( Duval). Durante i loro percorsi operativi, gli alunni vanno costantemente sollecitati a descrivere gli elementi percepiti, giustificare procedimenti e risultati  (anche in termini, come si è detto, di “se …allora…”), interagire verbalmente con i compagni e con il docente per argomentare, formulare congetture, pianificare ed esporre possibili modalità di validazione. Queste possono essere concepite in termini di “progettazione di un diverso modello dinamico”o di  “costruzione di una nuova figura Cabri “. La discussione collettiva o di bilancio che socializza i risultati al termine della sessione di lavoro rappresenta un’ulteriore occasione di ampliamento della competenza linguistica, di costruzione di significati, di messa alla prova e rafforzamento dei processi logici.

Ruolo dell’insegnante
Appare immediatamente evidente da quanto esposto finora che l’utilizzo dei modelli dinamici e di Cabri, soprattutto se in sinergia ed in modo non episodico, comporta una modificazione significativa del modo di operare dell’insegnante e del suo ruolo durante la “lezione”. Questa revisione prevede innanzitutto la conoscenza approfondita sia del modello dinamico da far costruire e utilizzare in classe,  sia del problema Cabri da proporre come situazione di partenza. Questa conoscenza prevede: un’analisi a priori delle potenzialità e delle difficoltà della situazione problematica scelta; la consapevolezza dei possibili nodi concettuali e operativi suscettibili di errate interpretazioni; la selezione degli obiettivi da privilegiare – tra quelli potenzialmente raggiungibili- restando comunque aperti ad eventuali deviazioni “in corso d’opera”, sempre possibili quando si fa uso di strumenti così ricchi ed aperti. In conseguenza di questa riflessione preliminare vanno organizzate le modalità di lavoro in classe; sulla base delle sperimentazioni che abbiamo condotto, ci sembra che un buon equilibrio si raggiunga con gruppi di lavoro, possibilmente omogenei,  di 4-5 alunni per i modelli dinamici e con 2-3 allievi per computer nel caso di Cabri. Resta comunque possibile, ed efficace, l’organizzazione individuale dell’attività.

Durante la fase di esplorazione da parte degli alunni è essenziale che il docente resista alla “tentazione” di spingere i gruppi verso la soluzione “giusta”, anche se ciò comporta un allungamento dei tempi dei lavoro; l’insegnante non è il depositario del sapere ufficiale, ma il mediatore e la guida di un processo di cui i protagonisti sono comunque gli allievi. Nelle fasi di verbalizzazione, nella discussione di bilancio e nella formulazione del sapere emerso, infine, il ruolo del docente è quello di garantire la correttezza scientifica del lavoro svolto: sottolinea quanto di significativo è stato scoperto o verificato, aiuta gli alunni a dare forma corretta alle proprie conclusioni, fa rilevare connessioni con altri settori  e quindi “apre” ad esplorazioni successive.

Premessa  didattica
Nelle pagine seguenti proponiamo un percorso di apprendimento per scoperta centrato sullo studio dei parallelogrammi inscritti in generici quadrilateri e con i vertici nei punti medi dei lati del quadrilatero esterno. Si tratta di una proposta non ancora sperimentata nelle classi e che prevede l’uso integrato dei programmi Cabri e di alcuni modelli dinamici. E’ realizzabile, a nostro avviso, nella fascia scolare fine seconda media-biennio di secondaria superiore, scegliendo il livello di approfondimento adeguato. 

La sequenza qui presentata è una sezione di un percorso più ampio e quindi ancora più ricco di stimoli e sollecitazioni. Infatti la situazione geometrica qui analizzata presenta un vincolo: i vertici del quadrilatero inscritto devono essere situati nei punti medi dei lati del quadrilatero esterno.

Al momento di iniziare l’attività in classe è indispensabile che gli alunni sappiano già che il quadrilatero interno in questo caso è un parallelogramma; a nostro avviso è opportuno che si sia trattato di una scoperta realizzata con modalità operative analoghe a quelle qui suggerite. E’ altresì indispensabile che abbiano già classificato i diversi parallelogrammi “interni”, in relazione alla posizione reciproca delle diagonali della figura esterna ed alla loro congruenza /non congruenza.  Riassumiamo i quattro esiti possibili nel seguente diagramma di Lewis Carrol

Diagonali
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A partire dalle conoscenze descritte in precedenza, il percorso seguente è rivolto alla scoperta dell’esistenza di eventuali relazioni di congruenza, isoperimetria ed equiestensione tra i parallelogrammi inscritti.

Obiettivo dell’attività non è comunque solo l’acquisizione di nuove conoscenze; gli alunni infatti saranno sollecitati a consolidare i concetti già costruiti nelle precedenti esperienze operative utilizzandoli per giustificare le relazioni che vanno via via scoprendo. Sottolineiamo, a questo proposito, che l’insieme dei parallelogrammi è un oggetto di studio molto ricco di proprietà e relazioni ma nello stesso tempo dominabile dagli alunni. I modelli dinamici e i programmi Cabri proposti di seguito consentono di rivedere questo insieme e le sue proprietà in un’ottica non consueta, in grado quindi di incentivare la motivazione dei ragazzi, che possono ritrovare situazioni note in un contesto nuovo. 
Sapere matematico

Il primo modello è costituito da due listelli di compensato, in cui è stata praticata una fessura per quasi tutta la loro lunghezza e che  sono uniti con una vite e un dado; i loro estremi, nei quali è stato praticato un foro, vengono collegati con un filo elastico (che deve essere ben teso).  

Per poter esaminare tutti i casi possibili di quadrilateri, devono essere realizzati  modelli  a  diagonali  congruenti  (fig. 2a) e non congruenti (fig. 2b).
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Fig. 2

Il modello consente di visualizzare solo il quadrilatero esterno; poiché i lati sono realizzati in filo elastico non è possibile costruire anche il quadrilatero interno, che –ricordiamolo- deve avere i vertici nei punti medi dei lati. Si può ovviare disponendo il modello in una posizione qualsiasi e realizzando in cartoncino il parallelogramma inscritto.  Quest’ultimo ha i lati uguali alla metà delle diagonali e gli angoli della stessa misura di quelli formati dall’intersezione delle diagonali stesse (vedi appendice A). Modificando a piacere il punto di intersezione delle diagonali, conservandone la reciproca posizione, si può controllare, sovrapponendo al modello il parallelogramma in cartoncino, che quest’ultimo è sempre quello inscritto nel quadrilatero di partenza. 

In fig. 3 si è mostrato il caso in cui le diagonali sono congruenti e non perpendicolari con inscritto il rombo. Si verifica quindi che mentre il quadrilatero esterno subisce deformazioni di tipo proiettivo, quello interno trasla.
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Fig. 3

Se le diagonali vengono articolate, modificando a piacere il loro punto di intersezione, il parallelogramma interno subisce deformazioni di tipo affine (fig. 4).  Nel movimento infatti i suoi lati restano sempre congruenti alla metà della misura delle diagonali del quadrilatero esterno.

Queste modificano solo la loro reciproca posizione e ciò avviene, nella stessa misura, per i lati del quadrilatero interno. Si ottengono pertanto infiniti rombi isoperimetrici, ma non equiestesi, con il quadrato ad area massima. Il modello ad asticciole congruenti  e articolabili agli estremi (fig. 5) rappresenta la situazione in esame. Basterà costruirne uno in cui la misura dei lati è uguale alla metà di quella delle diagonali del quadrilatero esterno. Per qualsiasi posizione del modello a diagonali articolabili ne esisterà una di quello a lati articolabili in cui esso, sovrapposto al primo, ne tocca i punti medi dei lati (fig. 6).
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Fig. 4
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Esaminiamo ora il caso in cui le diagonali del quadrilatero esterno sono diverse. L’analisi è analoga alla precedente, il quadrilatero interno questa volta è un generico parallelogramma e, nel caso in cui le diagonali sono perpendicolari, un rettangolo (fig. 7). Tutti i parallelogrammi inscritti sono isoperimetrici con il rettangolo ad area massima. (fig. 8). Questa volta il  modello a lati articolabili è quello di fig. 9.
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Fig 7
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Fig. 8
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Fig. 9

Programmi Cabri 

Di seguito sono riportati e commentati alcuni programmi Cabri inerenti alle situazioni esaminate con il primo modello.

Programma n. 1

(quadrilatero a diagonali uguali)
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Punti: P ed O 

Rette: t per P, r per O

Segmento LM

Compasso: centro B, punto di r, raggio LM (circ. a); centro A, punto di t, raggio LM (circ. b)

Segmenti: BD con D intersezione di r con a; CA con C intersezione di t con b 

Poligono ABCD

Punti medi E,F,G,H dei lati di ABCD

Poligono EFGH

Area e perimetro di EFGH

Trascinando il punto O oppure il punto P traslano CA o BD , di conseguenza il parallelogrammo inscritto trasla. Si ottiene lo stesso risultato trascinando B oppure A. Trascinando una delle due rette (che ruotano attorno al punto su sui sono costruite) cambia la posizione reciproca delle diagonali e il poligono interno modifica l’area, ma non il perimetro.

Il parallelogramma EFGH è sempre un rombo, lo si può verificare disegnando la circonferenza di centro F e raggio FG: questa passa sempre anche per E.

La figura inscritta assume area massima quando si forma il quadrato; la formazione del quadrato si può verificare:

· disegnando una perpendicolare ad AC per il punto di intersezione delle diagonali: quando nel trascinamento le diagonali di ABCD diventano perpendicolari siamo sicuri che il parallelogramma EFGH è un quadrato (vedi schema di Lewis Carrol);

· disegnando una perpendicolare per G a GF: quando nel trascinamento GH coincide con la perpendicolare il rombo è un quadrato. 

Facendo coincidere O e P il trascinamento (rotazione) di una delle rette riproduce la situazione del modello. Infatti se O si trova su AC solo la rotazione di r riproduce la situazione del modello, analogamente se P si trova su BD (il centro di rotazione o è P o è O). Non si riproduce la situazione del modello anche se le diagonali del quadrilatero sono “costruite” disegnando solo segmenti; infatti variando la loro posizione reciproca il centro di rotazione si trova su un estremo di un segmento e non nel loro punto di incontro. 

Le considerazioni che si possono fare restano comunque le stesse (appendice C, programma n. 5).

Nel trascinamento si possono ottenere anche quadrilateri concavi.

Se si vogliono ottenere solamente quadrilateri convessi è necessario “ancorare” una retta ad una diagonale (Programma: retta r  per O – segmento LM - Compasso centro B, punto di r, raggio LM (circ. a) – Segmento BD con D intersezione di r con a -  retta t per P di BD – compasso centro A, punto di t, raggio LM (circ. b) – segmento CA con C intersezione di t con b…poi come sopra. La retta t trasla solamente su BD; trascinando O trasla tutta la costruzione, la stessa cosa accade se si trascina B).  

Programma n. 2

(quadrilatero a diagonali diverse)
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Punti: P ed O

Rette: t per P, s per O

Segmenti LM, NQ

Compasso: centro A, punto di t, raggio LM (circ. a); centro B, punto di s, raggio NQ (circ. b)

Segmenti: BD con D intersezione di s con b; CA con C intersezione di t con a 

Poligono ABCD

Punti medi E,F,G,H dei lati di ABCD

Poligono EFGH

Area e perimetro di EFGH

Le considerazioni che si possono fare sono analoghe a quelle del precedente programma; il fatto che le diagonali siano diverse comporta le seguenti differenze:

· la figura inscritta è un generico parallelogramma; 

· la figura ad area massima è il rettangolo. È possibile verificarlo disegnando una perpendicolare per E ad EF: quando nel trascinamento EH cade sulla perpendicolare si è sicuri che il parallelogramma EFGH è un rettangolo, perché sono perpendicolari due lati consecutivi. In alternativa si  può basare la verifica sulla perpendicolarità delle diagonali di ABCD; si disegna una perpendicolare ad una di esse per il loro punto di intersezione e la si porta  a coincidere con l’altra diagonale (vedi schema di Lewis Carrol). 

Anche in questo caso, in appendice C  è  riportato un programma (n. 6) in cui le diagonali non sono posizionate su rette. Le considerazioni che si possono fare saranno le stesse, ma non sarà possibile ripetere la situazione del modello. 
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La dimostrazione può fare riferimento al teorema “In un triangolo il segmento che congiunge i punti medi di due lati è parallelo al terzo e congruente alla sua metà” (ad esempio nel triangolo ACD, PS è uguale a ½ di AC e ad esso parallelo; e così per tutti gli altri lati di PQRS). Questo e la proprietà transitiva, riferita al parallelismo, garantiscono che il quadrilatero PQRS è un parallelogramma e che il suo perimetro è uguale alla somma delle diagonali di ABCD. Inoltre, utilizzando il teorema delle rette parallele tagliate da una trasversale e la proprietà transitiva, riferita alla congruenza degli angoli, si dimostra che gli angoli di PQRS sono congruenti agli angoli formati dalla intersezione delle diagonali. A queste conclusioni si può anche giungere considerando che i triangoli ACD e PDS sono omotetici.
Appendice C
Programma 5 (diagonali uguali)
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Segmento DB

Compasso centro A raggio DB

Segmento AC, con C sulla circonferenza

Poligono ABCD

Punti medi E,F,G,H dei lati di ABCD

Poligono EFGH

Perimetro ed area di EFGH

Trascinando il centro A,  AC si sposta parallelo a se stesso, la figura EFGH trasla e pertanto resta congruente. La stessa cosa accade se si trascina DB. Se si trascina C si modifica l’angolo di incidenza tra AC e DB, pertanto cambia l’area ma non il perimetro di EFGH. Costruendo una circonferenza di centro E e raggio EF si osserva che passa anche per H: si verifica che il quadrilatero interno è sempre un rombo. Disegnando una perpendicolare per E ad EF si può verificare che l’area massima si ha quando si ottiene un quadrato (quando EH giace sulla perpendicolare).

Come alternativa si può disegnare un segmento LM ed usare compasso (o trasporto di misura) per costruire entrambe le diagonali. Nel trascinamento si possono ottenere anche quadrilateri concavi.

Programma 6 (diagonali diverse)
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Segmenti LM, NP

Compasso: centro A e raggio LM (circ. a); centro B e raggio NP (circ. b)

Segmenti: AC, con C su a; DB, con D su b

Poligono ABCD

Punti medi E,F,G,H dei lati di ABCD

Poligono EFGH

Perimetro ed area di EFGH

Trascinando il centro A oppure B le diagonali traslano e trasla anche il quadrilatero interno che resta congruente; se si trascina C oppure D si modifica la posizione  reciproca delle diagonali e pertanto cambia l’area di EFGH ma non il suo perimetro. 
La figura ad area massima è il rettangolo e la verifica si costruisce come nel programma n. 2

Invece di compasso si può usare trasporto di misura (su due semirette).

Nel trascinamento si possono ottenere anche quadrilateri concavi.

� Il corsivo è dell’autore


� Maggiori dettagli sul percorso didattico che conduce a tali scoperte sono reperibili negli Atti del convegno Cabri World, Roma 2004 (v. bibliografia)
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