Parallelogrammi inscritti in quadrilateri

Seconda parte

Sommario: In questo articolo continuiamo a descrivere la nostra proposta didattica, basata sull’utilizzo integrato di modelli dinamici e Cabri. Presentiamo un altro modello e i programmi Cabri ad esso correlati: questi strumenti possono essere usati per impegnare gli alunni nell’osservazione, nella riflessione e nella produzione di congetture. Esaminiamo anche alcuni importanti aspetti didattici, come il ruolo delle interazioni sociali e delle discussioni durante l’attività e la loro influenza sul processo di apprendimento.

Abstract: In this article, we continue to describe our didactical proposal, based on integrated use of dynamic models and Cabri. Here we present a different model and Cabri programs related to it: these tools can be used to engage students in observing, thinking and making conjectures. We examine some important didactical aspects also, such as the role played by social interactions and discussions during the activity and their effects on the learning process.
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Secondo modello

Nel primo modello, descritto nel precedente articolo, non è possibile variare la misura delle diagonali ma solo la loro posizione, per questo è stato necessario costruirne uno diverso. Presentiamo allora un secondo modello (Appendice B scheda n. 1), nel quale questa limitazione è superata (fig. 10). 

Esso genera infiniti quadrilateri con il trascinamento di due vertici opposti che traslano su rette parallele alla diagonale fissa. 

Le diagonali possono dunque modificare liberamente la loro posizione reciproca e, nel caso della diagonale DB, la misura. Quindi è possibile che esse siano congruenti; ma poiché la distanza tra le rette su cui traslano i vertici è minore della diagonale fissa (AC) non potrà mai verificarsi il caso in cui le diagonali siano contemporaneamente perpendicolari e congruenti e pertanto il quadrilatero inscritto non sarà mai un quadrato.  Perché ciò avvenga è necessario costruire un altro modello nel quale la distanza tra le scanalature sia congruente alla diagonale fissa (fig. 11). 
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Fig. 10
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Fig. 11


Nonostante quindi la grande versatilità dei modelli descritti essi non consentono di variare la misura di una diagonale e conservarne contemporaneamente la posizione rispetto all’altra.

Anche nel modello in esame è necessario costruire in cartoncino alcuni parallelogrammi inscritti. 

Si dispone il modello in una qualsiasi posizione, si sovrappone il parallelogramma in cartoncino, si traslano i due vertici della diagonale mobile in modo che questa mantenga  la stessa posizione rispetto alla fissa e si verifica che la figura inscritta è sempre la stessa (fig. 12).
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Fig. 12

Le diagonali, infatti, non modificano né le loro misure né la loro reciproca posizione: ciò consente al quadrilatero interno di conservare rispettivamente sia la misura dei lati sia quella degli angoli.

Se la diagonale mobile nel movimento non si mantiene parallela a se stessa, il parallelogramma interno subisce deformazioni affini ma conserva l’area, infatti la base è sempre la metà della diagonale fissa e l’altezza è data dalla somma delle distanze dei vertici mobili dalla diagonale fissa: AH+BK (fig. 13).

Si ottiene quindi un insieme di parallelogrammi equiestesi di stessa base e stessa altezza. 


[image: image5.wmf]A

B

H

K

  
[image: image6.wmf]
Fig. 13

La situazione è analoga a quella del modello (Appendice B scheda n. 2), che mostra un insieme infinito di parallelogrammi equiestesi in cui un lato trasla lungo un binario parallelo alla base fissa (fig. 14).
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Fig. 14

Tutte le considerazioni fin qui esposte sono valide anche se la diagonale fissa non è equidistante dalle scanalature ma è ad esse comunque parallela (fig. 15).
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Fig. 15                                                 Fig. 16

Nel caso del modello di figura 16 invece, qualsiasi movimento dei vertici lungo le scanalature fa sì che il quadrilatero interno non conservi né l’area né il perimetro, ma soltanto, come è ovvio, il parallelismo dei lati opposti.

I due modelli utilizzati per studiare l’insieme dei parallelogrammi inscritti in generici quadrilateri con i vertici situati nei punti medi dei lati, hanno quindi condotto al medesimo risultato nel caso in cui, nel movimento, non vengono modificati né la misura delle diagonali né la loro posizione reciproca: il parallelogramma inscritto trasla. I vincoli specifici di ciascun modello però hanno portato a due situazioni diverse quando viene modificata la posizione reciproca delle diagonali: nel primo modello i parallelogrammi sono isoperimetrici e nel secondo equiestesi. 

Se gli alunni hanno, in attività precedenti, affrontato problemi di isoperimetria ed equiestensione su parallelogrammi manipolando modelli dinamici, il loro percorso didattico si arricchisce ora di nuove scoperte. Essi ritrovano situazioni già analizzate in contesti del tutto nuovi e questo  consolida le loro conoscenze e allarga il loro patrimonio concettuale rendendolo, nello stesso tempo, più solido e più duttile. Dal punto di vista dell’insegnante questo momento di riscoperta rappresenta una importante conferma della validità del lavoro svolto in precedenza.

Programmi Cabri

Riportiamo di seguito alcuni programmi Cabri che si riferiscono alle situazioni esaminate con il secondo modello.

Programma n. 3 

(quadrilatero con due vertici mobili e diagonale fissa su una retta parallela alle rette di scorrimento ed equidistante da esse)
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Retta r 

Retta t parallela a r
Perpendicolare x ad r

Punti X ed Y, intersezione di x ed r e di x e t

Segmento XY

Punto medio M di XY  (si può anche individuare il punto medio tra r e t, in modo più sintetico, utilizzando la funzione punto medio e cliccando prima su una retta poi sull’altra: “Punto medio M tra le rette r e t”. Infatti questa funzione costruisce il punto medio tra due punti qualsiasi, e quindi anche tra due punti qualsiasi  di rette) Retta m parallela a t per M 

Retta z per P che incontra r in D e t in B

Poligono ABCD con A e C su m

Punti medi E,F,H,G dei lati di ABCD

Poligono EFHG
Area e perimetro di EFHG
Trascinando P la diagonale DB trasla, così come il parallelogramma EFHG che resta congruente. Trascinando la retta z (che ruota) si modifica la posizione reciproca delle diagonali, l’area di EFHG non si modifica mentre cambia il suo perimetro. La misura suggerisce che esso sia minimo quando il parallelogramma interno è un rettangolo. Si può validare la congettura disegnando una perpendicolare per G ad EG. Infatti quando GH è sulla perpendicolare si ha un rettangolo e il perimetro è minimo. La verifica che l’area non cambia quando z ruota  può essere fatta disegnando l’altezza del parallelogramma dal vertice G su HF e ponendo la misura: questa non si modifica nel movimento perché i vertici del parallelogramma si trovano sempre su due rette parallele  ad s e a t. Tali rette sono le bisettrici delle strisce tra r ed m e tra t ed m, si potrebbero tracciare per verificarlo. (Le istruzioni per controllare il valore dell’altezza sono: retta l per H ed F, retta d perpendicolare per G a l – segmento GN su d, con N intersezione fra d ed l – misura GN)  

Programma n. 4

(quadrilatero con due vertici mobili e diagonale fissa su una retta parallela alle rette di scorrimento)
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Retta t

Retta s parallela a t
Punto medio M tra le rette s e t

Retta m parallela a t per M 
Retta p perpendicolare a t

Segmento PQ, con P intersezione di p con t e Q intersezione di p con s
(il segmento PQ può essere usato per determinare il punto medio M, in alternativa alla terza istruzione; vedi programma n. 3)
Retta  r per R che incontra t in A ed s  in C

Retta n parallela a t per Z punto di PQ (ancorare la retta n al segmento consente di mantenere il quadrilatero ABCD  all’interno della striscia)

Poligono ABCD con B e D su n

Punti medi E,F,G,H dei lati di ABCD

Poligono EFGH

Area e perimetro di EFGH

Le considerazioni relative al trascinamento del punto R e della retta r sono le stesse del programma n. 3.

In appendice C è riportato un programma senza vincoli di posizionamento della diagonale fissa (n. 7).

Organizzazione del lavoro, interazioni tra i due materiali e loro efficacia didattica

(le osservazioni che seguono si riferiscono a modelli e programmi Cabri sia della prima che della seconda parte del lavoro)
Organizzazione

Nel momento in cui l’insegnante organizza il lavoro deve tenere presenti le indicazioni generali illustrate, ma non solo. È necessario considerare anche gli aspetti seguenti: 

· gli alunni, dopo aver costruito il modello o la figura Cabri, rispondono a una o più domande poste dall’insegnante: attuano un processo di osservazione. L’insegnante deve sollecitarli e accertarne la comprensione, affinché essi sappiano esplorare le situazioni stimolo, controllare gli esiti dell’attività, ed eventualmente porsi nuove domande. L’obiettivo finale della costruzione concettuale deve passare, come per ogni argomento scientifico, attraverso spiegazioni, argomentazioni e prove. 

· Successivamente si analizzano assieme le risposte: si cercano le ragioni delle risposte sbagliate e  di quelle corrette. Si apre pertanto una discussione nella classe allo scopo di costruire concetti e di avviare gli alunni alla validazione/dimostrazione, anche se per fasi successive di organizzazione.

· L’analisi può essere lasciata libera (una sola domanda generale) oppure guidata passo per passo. Scegliere l’una o l’altra modalità dipende dal fine che ci si propone: se si vuole sapere come gli alunni riescono a costruire le loro analisi e ad approfondirle, se si vogliono meglio conoscere i loro meccanismi mentali e il ruolo delle conoscenze già possedute, devono essere date poche indicazioni e di tipo generale. Se si vuole invece agevolare il confronto delle risposte e la loro discussione, è conveniente indicare in modo puntuale il percorso che ogni alunno dovrà seguire; in questo caso ovviamente viene limitata l’inventiva nell’osservazione e in qualche misura vengono “incanalate” le intuizioni. 

· La verbalizzazione, che come abbiamo detto è fondamentale per questo modo di lavorare, è il mezzo più efficace per indagare il lavoro cognitivo/razionale degli alunni, e per la costruzione  della memoria del processo in atto (osservazioni, intuizioni, messa in relazione..). Gli alunni inoltre non devono fornire solamente una descrizione, ma anche la validazione di ciò che viene osservato e congetturato. 

· Il passaggio a Cabri (che segue il lavoro con il modello) deve avvenire sollecitando gli alunni a creare una figura che  riproduca la situazione che è già stata oggetto di esame. Si può anche assegnare il programma (relativo alla situazione proposta dal modello), farne scoprire ed elencare le “funzioni” usate e come può essere utilizzato (le potenzialità possedute).  È più efficace però fare eseguire un lavoro di traduzione: è già un modo ricco e produttivo di validare le intuizioni. Costruire successivamente il programma Cabri pone in modo forte l’attenzione sulla conversione dei registri di rappresentazione. Sappiamo che per l’apprendimento è importante e interessante che una rappresentazione possa essere trasformata, e che le diverse rappresentazioni individuate possano essere confrontate. 

Aspetti didattici
Ribadiamo  che l’uso integrato dei due materiali  è  utile  per  osservare: a) come questi sollecitano e favoriscono la costruzione delle immagini mentali; b) come le immagini mentali prendono corpo e sfociano in concetti; c) come viene costruita la prova, sapendo che la validazione non è praticata spontaneamente dagli alunni, a meno che non sia stata coltivata una abitudine in questo senso. Inoltre gli alunni quando passano a Cabri sanno già “cosa accade”: devono solamente lavorare con un nuovo registro (tradurre) e scoprirne le potenzialità.

L’insegnante, per ogni situazione affrontata, dovrà stabilire preventivamente quali osservazioni, quali congetture, quali giustificazioni fare emergere ed essere pronto ad apportare aggiustamenti operativi ogni volta che se ne presenta la necessità e ogni volta che le osservazioni degli alunni lo imporranno.

Il primo modello (per i suoi limiti fisici) permette l’osservazione di soli quadrilateri convessi e dei casi limite “segmenti sovrapposti” e triangolo. Se si vogliono esaminare anche le figure concave è necessario usare un altro modello, ad esempio il secondo descritto. Sarà l’insegnante a suggerirlo oppure gli alunni ad indicarlo, se lo avranno già utilizzato.

Gli alunni sanno, da esperienze precedenti, che il quadrilatero inscritto nei punti medi è un parallelogramma. In questo contesto devono scoprire quando, nel movimento, la figura inscritta resta congruente. Per poter compiere questa analisi è necessario individuare un parallelogramma inscritto. Lo faranno per una certa posizione delle diagonali. Possono procedere appoggiando il modello su un foglio di carta e segnarne i vertici  e i punti medi dei lati. Con  un successivo disegno individueranno la figura da ritagliare. Alcuni alunni ritaglieranno la figura che “vedono” nella mente. Sono due diversi modi di procedere che è opportuno considerare e confrontare, per ricavare informazioni sugli stili di apprendimento e per poter predisporre strategie didattiche. Discutendo i due approcci  si pratica un possibile trasferimento di abilità e competenze e quindi un arricchimento conoscitivo (si adatta l’apprendimento agli stili cognitivi).

La ricerca può essere lasciata libera o guidata con una serie di domande. In questa seconda ipotesi ci sarà da parte degli alunni un uso esplicito della implicazione “se…allora…”; altrimenti sarà l’insegnante a farla emergere all’interno dell’attività della classe.
Come procederanno gli alunni, quando lavorano con i modelli, per scoprire che i quadrilateri inscritti sono comunque tutti isoperimetrici? Osservano e “misurano” le figure ottenute facendo variare la posizione reciproca delle diagonali, intuendone l’isoperimetria. Devono poi giustificare questa intuizione e ciò può avvenire facendo riferimento al modello quadrato (e/o rettangolo) articolabile. 

Gli alunni, con Cabri, tenderanno ad usare, per riprodurre la situazione del primo modello, due segmenti senza fissarne la lunghezza; avere diagonali di misura non variabile è un problema da risolvere (anche per limitare il numero delle variabili da controllare). Lo potranno fare con una opportuna “funzione Cabri” (uso del compasso oppure trasporto di misura), la scelta dipenderà dalle abitudini di lavoro acquisite. 
Con Cabri scoprire/analizzare l’isoperimetria di tutti i parallelogrammi inscritti è più agevole, poiché la funzione “misura” orienta fortemente le intuizioni e di conseguenza le immagini mentali, facilitando la giustificazione. Lo strumento meno strutturato, il modello, richiede un lavoro mentale che abbraccia più elementi contemporaneamente, mentre quello più strutturato, la figura Cabri, consente di procedere più agevolmente per passi successivi di approfondimento.

Il secondo modello può essere fatto costruire fissando con precisione le condizioni (lunghezza della diagonale fissa e sua posizione rispetto ai binari di scorrimento, distanza tra i due binari…), oppure lasciandole libere tutte o alcune, affinché gli alunni possano scoprirne le potenzialità. L’insegnante potrà sempre recuperare in fase di discussione ciò che non è stato evidenziato nel momento della costruzione. Questo secondo modello consente anche di osservare cosa accade se si modifica la misura di una diagonale: l’area delle figure inscritte resta invariata. Scoprire questa caratteristica richiede, da parte degli alunni, una prima capacità di argomentazione e deduzione. È anche richiesta  una forte “visione mentale” per poter individuare e costruire alcuni parallelogrammi equivalenti.

Di contro i programmi Cabri (n. 3 - 4) che corrispondono al secondo modello permettono in maniera immediata, con l’uso della misura, di controllare che il parallelogramma mantiene sempre la stessa superficie.

È  possibile che gli alunni costruiscano, se si danno istruzioni con pochi vincoli, un programma (n. 7, appendice C) che permetta di osservare quando l’equiestensione dei parallelogrammi interni non si mantiene. Ciò accade quando la diagonale fissa non è parallela alle rette su cui traslano due vertici. La “misura” può orientare, anche in questo caso, in maniera efficace la scoperta. 

L’indagine con i modelli impone la costruzione di più parallelogrammi inscritti, o di più modelli, l’indagine con Cabri può avvenire anche con un solo programma. Ovviamente gli alunni che costruiscono il programma più generale evidenziano una capacità di “tenere sotto controllo” la situazione, nella sua interezza, molto più avanzata rispetto a chi procede per passi successivi. Le indicazioni che darà l’insegnante saranno ovviamente legate alla classe e a ciò che si vuole “costruire/ottenere” in quel momento. Il coinvolgimento di tutti avrà bisogno comunque di un percorso a tappe. 

Cabri permette quasi sempre di scegliere tra funzioni alternative per costruire, validare, dimostrare... Alunni che usano funzioni Cabri diverse mettono in luce, ovviamente, stili cognitivi diversi, diversa propensione alla deduzione, diversa capacità di utilizzazione delle conoscenze, diverso grado di approfondimento e di conoscenza. 

Ad esempio come possono, gli alunni, controllare/verificare che il quadrato è la figura ad area massima lavorando con un quadrilatero a diagonali uguali (programma n. 1)? Alcuni useranno circonferenza (per verificare la presenza di rombi) e la perpendicolare ad un lato del parallelogramma per un suo estremo; altri useranno solo la perpendicolare. Per gli alunni che seguiranno il secondo percorso possiamo con qualche fondamento ritenere che hanno fatta propria la conoscenza “se le diagonali del quadrilatero esterno sono uguali allora il parallelogramma interno è un rombo”. Gli alunni che percorreranno la prima strada “forse” non sanno, ma potrebbero solo avere scelto una formulazione molto dettagliata  e “rassicurante”. Sarà la discussione che permetterà di chiarire i percorsi mentali attivati.

La discussione sulle osservazioni degli alunni, riferite sia ai modelli che a Cabri, è ritenuta didatticamente molto efficace, anche perché da essa può prendere l’avvio una riflessione di tipo metacognitivo. Infatti nel momento in cui gli alunni devono esplicitare l’analisi del modello e la costruzione di una figura Cabri sono costretti ad esaminare, come in flash back, ciò che è avvenuto nella loro mente, come gli stimoli percettivi hanno sollecitato le intuizioni e messo in moto le relazioni tra le conoscenze. Inoltre quando si deve dire ciò che è stato fatto e pensato, si diventa consapevoli, capaci di confrontarsi e di mettere in relazione le varie strategie, per la necessità di considerare consonanze e differenze. 

La verbalizzazione permette anche il confronto tra le osservazioni che i due materiali sollecitano. Da tale confronto scaturirà nuova conoscenza e la possibilità di valutare la strategia operativa più efficace. Le osservazioni tenderanno ad essere in un primo momento di tipo descrittivo. Dovrà essere l’insegnante a fare sì che diventino anche delle argomentazioni e/o delle dimostrazioni. Poiché entrambi i materiali favoriscono la costruzione di controesempi (con i modelli attraverso la produzione di altri modelli; con Cabri attraverso altri programmi o l’aggiunta di condizioni/funzioni che amplino la validità di quelli sperimentati) sarà interessante confrontarne “l’efficacia” e il contributo per il processo di validazione/dimostrazione. 
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Appendice B
Scheda di costruzione n. 1

Quadrilatero con due vertici mobili

Materiali

· Due cartoncini F4 lisci di 24 x 16,5 cm.

· Due puntine da disegno.

· Due pezzetti di sughero

· Filo elastico di due diversi colori.

· Colla, taglierine o forbici e strumenti della geometria.

Realizzazione

· Praticare in un cartoncino F4 due incisioni larghe 1 mm, parallele alla dimensione maggiore del cartoncino e distanti dal bordo 3,5 cm.

· Disegnare tra le due scanalature il segmento AB ad esse parallelo ed equidistante.

· Incollare il cartoncino sull’altro F4 evitando di stendere la colla attorno alle scanalature per almeno mezzo centimetro.

· Inserire in ciascuna scanalatura una puntina da disegno con la testa tra i due cartoncini e la punta verso l’alto. 

· Inserire nelle puntine un pezzetto di sughero.

· Collegare le due puntine con un filo elastico.

· Predisporre due fili elastici di un altro colore lunghi circa 20 cm.

· Praticare due fori in A e B.

· Infilare da sotto tutti e due i fili in A e farli passare poi in B.

· Fissare i capi dei fili sotto il cartoncino. 
· Far passare un filo attorno alla puntina di destra e l’altro attorno a quella di sinistra. (Nella posizione “a rombo” l’elastico deve essere ben teso)
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Quando  la distanza tra le due scanalature è congruente al segmento AB, si ottiene il caso in cui, nella posizione a diagonali perpendicolari, il poligono è un quadrato.

Il modello può essere realizzato anche con il segmento AB non equidistante dalle scanalature, ma ad esse parallelo, sempre nelle due versioni. Il quadrilatero esterno non potrà mai essere allora un parallelogramma perché in nessuna posizione le diagonali si bisecano, ma il quadrilatero interno, che è comunque un parallelogramma, si presenterà con tutte le tipologie. Ciò a conferma del fatto che le proprietà del quadrilatero inscritto non sono legate al tipo di quadrilatero esterno ma alle proprietà delle sue diagonali.

Scheda di costruzione n. 2

Parallelogrammi equiestesi

Materiali

· Un cartoncino F4 liscio di 24 x 16,5 cm.

· Acetato.

· Filo elastico.

· Colla, taglierine o forbici e strumenti della geometria.

Realizzazione

· Disegnare il segmento AB (10 cm circa) come in fìg. a e forarne gli estremi.

· Praticare l'incisione CD a 4 cm dal bordo.

· Predisporre un listello di acetato 12x4 cm circa; praticare due fori sulla mediana maggiore in modo che la loro distanza sia uguale alla misura di AB.

· Dalla parte posteriore del cartoncino far passare i due capi di un filo elastico attraverso i fori A e B.

· Infilare i capi del filo elastico ciascuno in un foro del listello di acetato e annodarli in modo che nella posizione a rettangolo il filo sia appena in tensione, introdurre infine il listello di acetato nella fessura (fig. b).

· Con un filo elastico di diverso colore possono essere aggiunte al modello le diagonali.

II lato collegato al listello di acetato, libero di traslare verso destra e verso sinistra lungo una retta parallela alla base, genera una successione continua di parallelogrammi con i lati obliqui sempre più lunghi. Il modello, nel suo dinamismo, mantiene invariate le misure della base e dell’altezza, pertanto tutti gli infiniti parallelogrammi che si ottengono sono equiestesi ma non isoperimetrici. Dove la tensione dell'elastico è minima si ha la figura a perimetro minore: il modello, lasciato libero, tenderà ad assumere sempre la posizione a rettangolo.

Se la distanza fra l'incisione e la base AB è congruente ad AB si passa dal quadrato ad infiniti parallelogrammi.
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Appendice C
Programma 7 (caso generale)
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Retta r

Retta t parallela ad r

Punto medio M tra r e t

Retta m per M parallela ad r

Retta q perpendicolare ad r per Q di r

Retta  p perpendicolare a r per P di t

Retta z per N che incontra  r in D e t in B

Segmento QL, con L punto di intersezione tra t e q

Segmento PZ, con Z punto di  intersezione tra p ed r

Retta d parallela ad r per un punto qualsiasi di QL

Poligono ABCD, con A su PZ e C su QL
Punti medi E,F,G,H dei lati di ABCD

Poligono EFGH

Area e perimetro di EFGH

Trascinando il punto N trasla DB e di conseguenza il parallelogramma EFGH, che pertanto resta congruente. Trascinando la retta z (che ruota) si modifica la posizione reciproca delle diagonali di ABCD e variano sia l’area che il perimetro del parallelogramma. Se nel trascinamento di A e C, essi si trovano entrambi  su m oppure su d, si ricade nella situazione in cui si modifica solamente il perimetro, come già analizzato nei programmi n. 3 – 4. 
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